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本章知识导图



第 18 章 图的基本应用

图的概念和建立

图的遍历

DAG 与拓扑排序

课后习题与实验



图的概念和建立
学校里有很多建筑，有道路连接这些建筑。由这些建筑和道路组成的集合，
就可以认为是图。

请翻至课本 P252



凡华中学的地图

这里是凡华中学的地图，数字代表建筑物，黑色的线是道路。

把每个建筑物称作顶点，每条直接连通的道路称作边。

一个图就是由这些顶点和边构成的集合。

顶点连边的数量就是顶点的度数。

大门 教学楼

食堂 图书馆



凡华中学的地图

两个顶点中间有不止一条边，这被称为重边。

有时也会有自己到自己的边，被称为自环。

而下图标注了走过这段道路所需时间，这个针对每一条边的属性
值被称为边权。

类似地，顶点也可以有点权。

大门 教学楼

食堂 图书馆



凡华中学的地图

对于右下图，每条道路只能单向通行，即边是单向的，被称为有
向图。而左下图则是无向图，可以双向通行。

对于有向图：

• 一个顶点向别的顶点连边的条数称作这个结点的出度，

• 别的顶点连边到一个顶点的条数称作这个结点的入度。

思考：右下图的每个顶点的入度和出度是多少呢？



图的存储

例 18.2 

现希望将第二张图和第三张图
存进计算机。

可以使用邻接矩阵存储一张图：
记 v[i][j] 表示从 i 到 j 的边权。
如果不通可以设置为 0 或者 inf
（一个很大的数字）。

无向图的邻接矩阵是对称的，
有向图的邻接矩阵则不对称。

i\j   1 2 3 4

1 0 5 2 3

2 5 0 0 1

3 2 0 0 4

4 3 1 4 0

i\j 1 2 3 4

1 0 0 2 0

2 1 0 0 6

3 0 0 0 5

4 4 3 0 0

i\j   1 2 3 4

1 0 5 2 3

2 5 0 0 1

3 2 0 0 4

4 3 1 4 0



对于一个 n 个点 m 条边的图，在使用邻接矩阵时，需要开一个
𝑛×𝑛 的数组，即空间复杂度 𝑂(𝑛!) ，代码如下：

如需要得到图上所有的边，就需要遍历整个 𝑛×𝑛 数组，即遍历边
时间复杂度 𝑂(𝑛!) 。如何优化其效率呢？

图的存储

cin >> n;
for (int i = 1; i <= n; i++)

for (int j = 1; j <= n; j++)
cin >> v[i][j]; // 存入每一对点之间的边权

for (int i = 1; i <= n; i++)
for (int j = 1; j <= n; j++)

if (v[i][j] > 0)
cout << "edge from point " << i << " to point " << j

<< " with length " << v[i][j] << '\n';



图的存储

开一个二维数组 p[i][j]，第一维 i 表示起点，第二维 j 表示 i 的第 j 
条边，p[i][j] 表示这条边的终点。

to: 3
cost: 2p[1][j]

p[2][j]

p[3][j]

p[4][j]

to: 1
cost: 1

to: 4
cost: 6

to: 4
cost: 5

to: 1
cost: 4

to: 2
cost: 3

to: 2
cost: 5

to: 3
cost: 2

to: 4
cost: 3p[1][j]

p[2][j]

p[3][j]

p[4][j]

to: 1
cost: 5

to: 4
cost: 1

to: 1
cost: 2

to: 4
cost: 4

to: 1
cost: 3

to: 2
cost: 1

to: 3
cost: 4



图的存储

可采用 vector 代替二维数组，使用 vector 存储第二维，从而减少
空间占用。这种做法被称为邻接表。

为了同时存储边的终点与边权，可以采用结构体。

#include <iostream>
#include <vector>
#define MAXN 1005
using namespace std;

struct edge {
// 记录边的终点，边权的结构体

int to, cost;
};

int n, m; // 图有 n 个点 m 条边

vector <edge> p[MAXN]; // 邻接表

int v[MAXN][MAXN]; // 邻接矩阵

int main() {
cin >> n >> m;
for (int i = 1; i <= m; i++) {

int u, v, l;
cin >> u >> v >> l;
p[u].push_back((edge) {v, l});
// p[v].push_back((edge){u, l});
// 无向图邻接表要加一条反方向的边

}
}

// 遍历邻接表，把邻接表转换为邻接矩阵
for (int i = 1; i <= n; i++)

for (int j = 0; j < p[i].size(); j++)
v[i][p[i][j].to] = p[i][j].cost;



图的存储

邻接表优点：总的空间复杂度是 𝑂(𝑚) 的，且遍历某个点相邻的
节点的时间复杂度为 𝑂(𝑝) ，其中 p 为该点的出度。

邻接表缺点：如果需要指定查询或修改边<i,j>的边权，需要的时
间复杂度为 𝑂(𝑝)，不如邻接矩阵的 𝑂(1)。

邻接矩阵适用于点较少（几百）、边较多（稠密图）的情况；

邻接表适用于点较多、或者可能出现重边的情况。

i\j   1 2 3 4

1 0 5 2 3

2 5 0 0 1

3 2 0 0 4

4 3 1 4 0

to: 2
cost: 5

to: 3
cost: 2

to: 4
cost: 3

p[1][j]

p[2][j]

p[3][j]

p[4][j]

to: 1
cost: 5

to: 4
cost: 1

to: 1
cost: 2

to: 4
cost: 4

to: 1
cost: 3

to: 2
cost: 1

to: 3
cost: 4



图的遍历
假设你把校园抽象成了一张图，你要从大门开始，参观所有的建筑物处各一
次，你会怎么走呢？

请翻至课本 P256



图的遍历

例 18.3 查找文献（洛谷 P5318）

每篇文章有若干个参考文献。若每看一篇文章就会去看它的参考
文献（看过就不用看了）。

目前看的是编号 1 的文章。请设计一种看的方法，可以不重不漏
地看完所有文章。

如图，其中，文献 X → Y 表示文章 X 有参考文献 Y。



图的遍历

方法1：对于每篇文章，把它和全部参考文献看完再看别的文章。

顺序：1 2 5 6 3 7 8 4
1. 先看博客 1 的参考文献 2；

2. 深入看文献 2 的参考文献 5；

3. 文献 5 没有参考文献，于是继续看文献 2 的参考文献 6；

4. 文献 2 看完了所有参考文献，继续看博客 1 的参考文献 3

5. 深入看文献 3 的参考文献 7；

6. 深入看文献 7 的参考文献 8；

7. 看完了文献 3，继续看文献 1 的参考文献 4；

8. 发现文献 7 已经经被看过了，就不再看了；

9. 文献 8 也读过了。



图的遍历

这种方法类似深度优先搜索，被称为深度优先遍历。

特点是优先阅读最先被发现的文章，指导找不到就退回去，需要
使用栈维护阅读的层级（一般用递归来实现）。

void solve(int x) {
for (int i = 0; i < p[x].size(); i++)
if (!u[p[x][i]]) {

u[p[x][i]] = true;
solve(p[x][i]);

}
}



图的遍历

方法 2：把同一引用深度的文章看完，再看下一引用深度的文章。

顺序：1 2 3 4 5 6 7 8
1. 先看博客 1 的参考文献 2；

2. 继续看 1 的参考文献 3；

3. 继续看 1 的参考文献 4；

4. 看完 1 的参考文献，开始看它的参考文献 2 的参考文献 5；

5. 继续看 2 的参考文献 6；

6. 看完 2 的参考文献，开始看 3 的参考文献 7；

7. 发现 4 的参考文献 7 已经被看过了；

8. 继续看 4 的参考文献 8；

9. 发现 7 的参考文献 8 已经被看过了；



图的遍历

这种方法类似广度优先搜索，被称为深度优先遍历。

特点是优先阅读离初始论文距离更近的文章。需要使用队列来维
护等待阅读的文章。

while (!q.empty()) {
int x = q.front();
q.pop();
cout << x << ' ';
for (int i = 0; i < p[x].size(); i++)

if (!u[p[x][i]]) {
u[p[x][i]] = true;
q.push(p[x][i]);

}
}



图的遍历

例 18.4 图的遍历（洛谷 P3916）

给出 𝑁 个点，𝑀 条边的有向图，对于每个点 𝑣，求 𝐴(𝑣) 表示从点
𝑣 出发，能到达的编号最大的点。(𝑁,𝑀 ≤ 10")

思考：依次处理每个点可以遍历到的点？

别忘记数据范围，可能会超时！

v 1 2 3 4 5 6 7

A(v) 7 5 5 5 5 6 7



图的遍历

思路：让最大的点去“告诉”哪些点能到达它，用反向边建图。

枚举点时从 n枚举到 1。然后从当前枚举的点 u出发，让能遍历
到的且没有被更新过的点 v 的 A(v) = u。

void solve(int x, int v) {
a[x] = v;
for (int i = 0; i < p[x].size(); i++)
if (a[p[x][i]] == 0)
solve(p[x][i], v);

}

for (int i = n; i >= 0; i--)
if (a[i] == 0)
solve(i, i);



DAG 与拓扑排序
食物链是生物学中的一个重要概念，它表示了物种之间的单向的捕食关系。
由食物链组合能够产生一张食物网，就能直观表现出生态系统的营养基础了。

请翻至课本 P260



有向无环图

对于一张有向图，如果它没有环，则称为有向无环图，简称 DAG。

下面的图就是一个 DAG 的例子。



杂务

例 18.5 杂务（洛谷 P1113，USACO2002）

有 n 项杂务要完成，完成第 i项杂务需要一定的时间 len[i]。

有的杂务需要另一些杂务完成后才能做，互相没有关系的杂务可
以同时进行。

请求出完成所有杂务的最短时间。如图 1→3→7→9 是任务路径。

1分

2分 3分

3分 5分 6分 7分
8分

9分



杂务

思路：

如果 x是 y的准备工作，那么在 x和 y 之间连一条有向边。

对于每个任务，使用 vis数组记下来完成这个任务所需要的最短时
间，可以在 dfs的过程中完成。

完成每个任务所需要的最短时间就是其所有准备任务里面最晚完
成的时间加上完成这个任务需要的时间。



杂务

使用记忆化搜索，优化效率完成本题。实际上建图的时候，是后
面的任务指向前面的任务，然后去溯源。

int dfs(int x) {
if (vis[x]) return vis[x];
for (int i = 0; i < linker[x].size(); i++)

vis[x] = max(vis[x], dfs(linker[x][i]));
vis[x] += len[x];
return vis[x];

}

cin >> n;
for (int i = 1; i <= n; i++) {

cin >> x >> len[i];
while (cin >> y)

if (!y) break; else linker[y].push_back(x);
}
for (int i = 1; i <= n; i++)

ans = max(ans, dfs(i));



拓扑排序

对于 DAG，在有的时候，对于一个节点的信息的计算，需要确保
与之相连的点的信息全部被计算。这时就需要用到拓扑排序。

本质是确保 DAG 上的点的计算顺序而非对数列排序。

STEP 1：将入度为 0 的点插入队列。
STEP 2：取出队头 x，遍历所有x能到达的点y。
STEP 3：对于每一个点 y，维护其节点信息，

同时使它入度 -1 以完成删边操作。
STEP 4：当 y 入度为 0 时，插入队列。
STEP 5：跳转到 STEP 2。



最大食物链计数

例 18.6 最大食物链计数（洛谷 P4017）

给你一个食物网，你要求出这个食物网中最大食物链的数量。对
80112002 取模。不超过 5000 个点，500000 条边。

（食物链开头是不会捕食其他生物的生产者，结尾是不会被其他
生物捕食的消费者。）

例如：图中食物网就是一个 DAG

五边形点入度为 0，八边形点出度为 0。

图中 1→3→7→9 是一条最大食物链；

而 2→6, 3→7→9 和 1→3→7 都不是。



最大食物链计数

思路：

食物网中的关系是单向且无环的，因而可以抽象为 DAG。

题意自然转化为从入度为 0 的点到出度为 0 的点的链的条数。

用 f[x] 表示从任意一个入度为 0 的点到点 x 的链的条数之和。则
f[x] 为能到达 x 的所有点 u 的 f[u] 之和。

对于入度为 0 的点，f[x]=1

满足需要确保与之相连的点的信息全部被计算。

使用拓扑排序。只需 STEP 3 中的维护，

变成 f[y] = (f[x] + f[y]) % 80112002 即可。



最大食物链计数

预处理： 拓扑排序：

答案统计：

for (int i=1; i<=m; i++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
outd[x]++; // 出度
ind[y]++; // 入度
p[x].push_back(y);

}
memset(f, 0, sizeof(f));
for (int i = 1; i <= n; i++)

if (ind[i] == 0) {
q.push(i);
f[i] = 1;

}

while (!q.empty()) {
int x = q.front();
q.pop();
for (int i=0; i<p[x].size(); i++) {
int y = p[x][i];
f[y] = (f[x] + f[y]) % MOD;
ind[y]--;
if (ind[y] == 0)
q.push(y);

}
}

for (int i = 1; i <= n; i++)
if (outd[i] == 0)

ans = (ans + f[i]) % MOD;



小提示：何处取模

本题，对于 f[x] 的计算，以及最后答案的统计，需要一边运算一边
取模，防止运算的中途数据超过了数据类型从而答案错误。

例如：

(a + b + c + d) % MOD = a % MOD + b % MOD + c % MOD + d % MOD;
(a * b * c * d) % MOD = a % MOD * b % MOD * c % MOD * d % MOD;



课后习题与实验
学而时习之，不亦说乎。学而不思则罔，思而不学则殆。——孔子

请翻至课本 P263



总结

图的定义

由顶点与边组成的集合。

分类：有向图、无向图

存储：邻接矩阵、邻接表

图的遍历

深度优先遍历与广度优先遍历

有向无环图

拓扑排序确保 DAG 上的点的计算顺序



作业

替换练习：

1. 使用广度优先遍历，完成例 18.4。

2. 使用拓扑排序，完成例 18.5。

习题 18.1

请链表来代替 vector 实现邻接表。这种实现方法也被称为“链式
前向星”。



作业

习题 18.2 信息传递（洛谷 P2661，NOIP 2015 提高组）

求有向图的最大的环。

习题 18.3 最长路（洛谷 P1807）

设 G 为有 𝑛(𝑛 ≤ 1500) 个顶点的有向无环图，G 中各顶点的编号
为 1 到 𝑛，且当为 G 中的一条边时有 𝑖 < 𝑗。设 𝑤(𝑖, 𝑗) 为边的长度，
计算图 G 中 <1,n> 间的最长路径。



作业

习题 18.5 奶牛野餐（洛谷 P2853，USACO 2006）

𝐾(1 ≤ 𝐾 ≤ 100) 只奶牛分散在 𝑁(1 ≤ 𝑁 ≤ 1000) 个牧场。现在她
们要集中起来进餐。

牧场之间有𝑀(1 ≤ 𝑀 ≤ 10000)条有向路连接，而且不存在起点和
终点相同的有向路。她们进餐的地点必须是所有奶牛都可到达的
地方。那么，有多少这样的牧场呢？



作业

习题 18.6 封锁阳光大学（洛谷 P1330）

阳光大学的校园是一张由 n 个点构成的无向图，n(n≤10000)个点
之间由 m(m≤100000) 条道路连接。

每只路障可以对一个点进行封锁，当某个点被封锁后，与这个点
相连的道路就被封锁了，无法在与这些道路上走了。

当两只路障封锁了相邻的两个点时，就会产生冲突。

最少需要多少个路障，可以封锁所有道路并且不发生冲突。



作业

习题 18.8 排序（洛谷 P1347）

一个不同的值的升序排序数列指的是一个从左到右元素依次增大
的序列，例如，一个有序的数列 A,B,C,D 表示A<B,B<C,C<D。

在这道题中，我们将给你一系列形如 A<B 的关系，并要求你判断
是否能够根据这些关系确定这个数列的顺序。

元素数量 n(n≤26)。



参考阅读

以下的内容限于课件篇幅未能详细阐述。如果学有余力，可自行
翻阅课本作为扩展学习。

• P263 习题 18.1：如何去使用链表实现邻接表

• 习题 18.4,18.7,18.9。


